Q11 Mathematik





Exponential- und Logarithmusfunktionen

1.
Eigenschaften der Funktion f : x ↦ ax

Eine Funktion f : x ↦ ax mit a ( IR+, x ( IR heißt Exponentialfunktion zur Basis a. 
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Eigenschaften von Exponentialfunktionen:

1)
Exponentialfunktionen sind überall differenzierbar.

2)
Die Graphen verlaufen immer oberhalb der x-Achse, die 



Wertemenge ist also IR+.

3)
Alle Exponentialfunktionen gehen durch den Punkt (0|1).

4)
Für a > 1 gilt: 
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Für 0 < a < 1 gilt: 

[image: image3.wmf]¥

=

-¥

®

x

x

a

lim

, 
[image: image4.wmf]0

a

x

x

lim

=

¥

®


5)
Für a > 1 sind die Funktionen streng monoton wachsend, 


für 0 < a < 1 streng monoton fallend. 


Die Graphen besitzen keine Extrempunkte.

6)
Die Funktionsgraphen sind für a ≠ 1 linksgekrümmt. 


Sie besitzen keine Wendepunkte.



7)
Für die Ableitung der Exponentialfunktion gilt: f´(x) = f´(0) ( f(x)


Begründung: 
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Exponentialfunktionen der Form f: x ↦ c(ax  beschreiben Wachstumsvorgänge. Dabei ist c der Funktionswert zum Zeitpunkt t = 0 und a der sogenannte Wachstumsfaktor (steigt x um 1, so nimmt f(x) um den Faktor a zu oder ab).

Beispiel 1:

Ein Gerücht verbreitet sich von Person zu Person. Jeden Tag informiert ein „Gerüchtträger“ genau eine unbedarfte Person. 

a)
Wie viele Leute kennen das Gerücht am 2., 3., 4., 10. Tag? 

b)
Gib den Term der Funktion Tag ( Personenzahl an.

Beispiel 2: 

a)
Zeichne den Graph der Funktion  f mit f(x) = 1,5x, x ( R.

b)
In der Abbildung ist der Graph einer Exponentialfunktion mit       f: x ↦ c(ax  gezeichnet. Bestimme mit Hilfe des Graphen den Term der zugehörigen Funktion. 

Beispiel 3:

Frau Meier hat für ihren Enkel am 1.1.2002 ein Sparbuch eröffnet und 1000€ eingezahlt. Seitdem wurde weder Geld eingezahlt noch abgehoben. 

a)
Wie hoch ist der (feste) Zinssatz, wenn am 1.1.2007 das Guthaben 1104,08 € betrug?

b)
Wie viele Jahre müsste das Geld auf dem Sparbuch bleiben, um ein Guthaben von 1500 € zu bekommen?

Beispiel 4:

Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen und beschreibe, wie sie aus der Funktion f mit f(x) = 3x hervorgehen:

g1(x) = 3x + 1;   g2(x) = -0,5 ( 3x ;   g3(x) = (1/3)x ;   g4(x) = 3x-1 

Beispiel 1:

Ein Gerücht verbreitet sich von Person zu Person. Jeden Tag informiert ein „Gerüchtträger“ genau eine unbedarfte Person. 

a)
Wie viele Leute kennen das Gerücht am 2., 3., 4., 10. Tag? 

b)
Gib den Term der Funktion Tag ( Personenzahl an.

	Tag
	0
	1
	2
	3
	4
	...
	10
	...
	x

	Personenzahl
	1
	2
	4 
	8
	16
	
	1024
	
	

	
	20
	21
	22
	23
	24
	
	210
	
	2x



Beispiel 2: 

a)
Zeichne den Graph der Funktion  f mit f(x) = 1,5x, x ( R.


Siehe Abbildung

b)
In der Abbildung ist der Graph einer Exponentialfunktion mit f: x ↦ c(ax  gezeichnet. Bestimme mit Hilfe des Graphen den Term der zugehörigen Funktion. 


Schnittpunkt mit der y-Achse: (0/0,5) ( c = 0,5


Weiterer Punkt des Graphen, z.B. (-1/2), einsetzen:


f(-1) = 2


0,5 ( a-1 = 2  


a-1 = 4


a = 0,25


( f(x) = 0,5 ( 0,25x
Beispiel 3:

Frau Meier hat für ihren Enkel am 1.1.2002 ein Sparbuch eröffnet und 1000€ eingezahlt. Seitdem wurde weder Geld eingezahlt noch abgehoben. 

a)
Wie hoch ist der (feste) Zinssatz, wenn am 1.1.2007 das Guthaben 1104,08 € betrug?

b)
Wie viele Jahre müsste das Geld auf dem Sparbuch bleiben, um ein Guthaben von 1500 € zu bekommen?

Zu a)
f(x) = 1000€ ( ax


f(5) = 1104,08 €       1104,08€ = 1000€ ( a5       a5 = 1,10408        a = 1,02 = 102%    ( Der Zinssatz beträgt 2%.

Zu b)
1500€  = 1104,08€ ( 1,02x     1,36 = 1,02x       lg1,36 = lg1,02x      lg 1,36 = x(lg1,02     x = lg1,36 /lg1,02 = 15,5



Bei jährlicher Verzinsung müsste das Geld 16 Jahre auf dem Konto bleiben.

Beispiel 4:

Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen und beschreibe, wie sie aus der Funktion f mit f(x) = 3x hervorgehen:

g1(x) = 3x + 1   
Verschiebung um +1 in y-Richtung 

g2(x) = -0,5 ( 3x 
Spiegelung an der x-Achse



Stauchung in y-Richtung

g3(x) = (1/3)x = 3-x
Spiegelung an der y-Achse

g4(x) = 3x-1 = 1/3 ( 3x
Verschiebung um +1 in x-Richtung bzw.



Stauchung in y-Richtung
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Potenzgesetze:


am( an = am+n     	am: an = am-n    	(am)n = am(n  
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