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Wissen und Konnen

Aufgaben, Beispiele, Erlauterungen

Zahlenmengen

IN i z U Q U R

-1¢N, 1¢Z, le@, V2eR
nattrliche ganze rationale reelle
Wurzeln
Ja (Quadratwurzel) ist diejenige nicht- negative| /5 =5 , \/0=0 , J-4)? =4

reelle Zahl, deren Quadrat a ergibt.

a heil’t Radikant der Wurzel, er darf nicht negativ
sein! Es gilt: \/a_= lal

Jx -2 istnurfir x> 2 definiert

Jx-1? =1x-1l

Ja b =Jalb (ab20) J125 -2 =25 =5
a V12

£: a (a20,b>0) T =,6,25 =25

Jb Vb
Die n-te Wurzel ( n€IN ) aus einer reellen Zahl 1

a=0 ist diejenige nichtnegative Zahl, deren n-te =2, 4 10000 )
Potenz a ergibt.
Schreibweise: %/ oder - z 0.5
- Va a” 27332723 > 9%%:92:9:=3

L

und damit flira >0/ m _ (am); -

aﬂ

Binomische Formel

+ b2 - 2 + 2ab + bz 2 2
la+ b = a* + 2 e - 08yl = el - 20lx008y+ (08y)2 = La? - 04xy+ 0,64y
(a- b)z = a’ - 2ab + b? 04 0 04 0O 4 16
la+ bla-b)= o - »? %xz tAx+ 12 = %(x2 +120x + 36): %(x2 + 20006 + 62) = %(x+ 6
2
1 1 1 2 2 )
H—a + 7 bHH—a -7 bH = H—aH - 7b = -7b
02 \/_ m2 \/_ 0 0210 (‘/_ )
Satz des Pythagoras
Man nennt die dem rechten Winkel|a) Berechne bei dem
gegenuberliegende Seite Hypotenuse, die beiden rechtwinkligen Dreiecken die x
anderen Seiten die Katheten. Die Hoéhe zur fehlende Seitenlange sem
Hypotenuse zerlegt diese in zwei 5 5
Hypotenusenabschnitte. =(5cm) +(8cm) 8 om
c xX= \/ SCm +(8cm) =\/89cm2N9,43 cm
v b) Berechne fir ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit
Kathete b I'Huhe h Kathete a rechtem Winkel bei C, a = 28 cm und ¢ = 53 cm die

[
Hypotenusenabschnitte

g ﬂ-—!D P

A Hypontenuse ¢

fehlende Seitenlange.
a+b=c"
b’=c’—a’=(53cem) -

bh=v2025cm*=45cm

(28cm)




Satz des Pythagoras
In jedem rechtwinkligen Dreieck haben die Quadrate

Uber den Katheten zusammen den gleichen
Flacheninhalt wie das Quadrat Uber der Hypotenuse.
Es qilt: a’+b?=c?

Kehrsatz zum Satz des Pythagoras

Wenn in einem Dreieck ABC mit den Seiten a,b und ¢
a? + b? = ¢? gilt, dann hat das Dreieck bei C einen
rechten Winkel.

c) Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks mit den
Seitenx=12cm,y=5cmund z=13 cm.

1. Prufe, ob das Dreieck rechtwinklig ist.
z2=(13cm)?=169 cm?
x?+y?=(12cm)?+(5cm)?=169 cm?

Somit hat das Dreieck einen rechten Winkel
gegeniber der Seite z.

2. Berechne den Flacheninhalt.

A=%-x-y=%-126m-50m=306m2

Quadratische Funktionen

Eine Funktion der Form f:x > ax® + bx + ¢ mit

a # 0 und xeR heillt quadratische Funktion. Den
zugehorigen Funktionsgraphen nennt man Parabel.

Parabeln haben eine Symmetrieachse. lhr
Schnittpunkt mit der Parabel heildt Scheitel. Die

Schnittstellen der Parabeln mit der x - Achse heilen
Nullstellen der quadratischen Funktion.

Der Graph der Funktion mit der Gleichung f(x) = x*
heil’t Normalparabel.

Verschiebung der Normalparabel
(a=1,dh y-= x2+ bxtc)

1) y=x* Scheitel: S(0|0)  Nullstelle: x=0
2) y=x*- 2 Scheitel: S(0|-2)
Nullstellen: x, = -2 ; x,= 2
3) y=(x-37 =x"-6x+9
Scheitel: S(3]0) Nullstelle: x = 3
4) y=(x-47+2 =x"-8x+18

Scheitel: S(42) Keine Nullstellen

Streckung von Normalparabeln

a>0: Die Parabel ist nach oben offen.
a<o: Die Parabel ist ach unten offen.
|a|>1: Die Parabel ist enger als die

Normalparabel.

0 <|a| < 1: Die Parabel ist weiter als die
Normalparabel.

(b=c=0,dh y=ax®)
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Die Gleichung einer quadratischen Funktion kann in
der allgemeinen Form y = ax’> + bx + ¢ oderin der

Scheitelform  y = a(x- x,)*+y, (— Scheitel:

S( x, | v,) angegeben werden.
Mittels quadratischer Ergdnzung kann die allgemeine

Form der Funktionsgleichung in die Scheitelform
umgewandelt werden.

Nullstellen
Quadratische Funktionen konnen keine. eine oder

zwei Nullstellen haben:

» Keine Nullstelle:
Der Scheitel liegt oberhalb der x — Achse ( ¥,>0)
und die Parabel ist nach oben offen (a >0),

oder

der Scheitel liegt unterhalb der x — Achse (¥, <0)
und die Parabel ist nach unten offen (a < 0).

* Eine Nullstelle:

Der Scheitel liegt auf der x —Achse ( ¥;,=0)

» Zwei Nullstellen:
Der Scheitel liegt oberhalb der x — Achse (¥, >0)
und die Parabel ist nach unten offen (a < 0),
oder
der Scheitel liegt unterhalb der x — Achse (y; <0)
und die Parabel ist nach oben offen (a>0).

Quadratische Funktionen kénnen entweder mit Hilfe
der Scheitelform oder, ausgehend von der
allgemeinen Form, mit Hilfe der L&sungsformel fir
quadratische Gleichungen auf Nullstellen untersucht
werden.
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Scheitel: S(412)
Wertemenge: W =]- o ;2]
Nullstellen: X=2; x=6
Die zugehorige Parabel ist weiter als die Normalparabel,
1 1
da |a|=]|-=%|= = <1.
lal=1-31= 3

Allgemeine Form der Funktionsgleichung:

1 5
Tys-=x"+4x-6
YT

Quadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form ax? + bx + ¢ = 0 mit a
# 0 heilRt quadratische Gleichung.
Sonderfille:
1) Gleichungen vom Typ ax* + ¢= 0
(Reinquadratische Gleichung)
2) Gleichungenvom Typ ax* + bx = 0

1.1) 4x%-20=0;
¥ = ;
RENEE
-5 xm= s
1.2) lx2+3:o;
3

Diese Gleichung hat in IR keine Losung, da Quadrate
reeller Zahlen nie negativ sind.

2) 4x* - 20x = 0;(Faktorisieren, d.h. x ausklammern)

4x(x-5)=0; (Ein Produkt nimmt genau dann den
Wert Null an, wenn einer der Faktoren Null ist.)
.x] = O s X2 = 5




Losungsformel: Um eine Gleichung der Form
ax* + bx + ¢= 0 mit a # 0 auf Lésungen zu
untersuchen, bestimmt man  zunachst die

Diskriminante D = »% - 4ac.

» Falls D < 0, so hat die Gleichung keine Lésung.
« Falls D = 0, so hat die Gleichung genau eine

Lésung, ndmlich x = - P
« Falls D > 0, so hat die Gleichung die beiden
Lésungen

-bt b -4ac _-bt D

2a 2a

X2 =

1) 7x* - 6x+2=0; a=7,b= -6,c=2
D=b*- 4ac=(-6) - 402 =-20 <0

0 Keine Losung!
2) -2x*+12x-18=0;a=-2,b=12,c= - 18

D= 12% - 40-2)0-18)= 0

b 12
2¢  20-2)

=3

I Genau eine Losung: X =

3)6x*-7x-3:=0;a=6b=-7,c=-3

D=(-7)*-400-3)=121> 0

0 Zwei Lésungen :

b+ JD -7t J121 7+ 11
2a 206 12

x1=%undx2=-é

X2 =

Erganzung: Die quadratische Funktion mit der Gleichung
y = 6x? - 7x - 3 hatdie Nullstellen 1,5 und — 1/3.

Mehrstufige Zufallsexperimente

Ein Zufallsexperiment heil’t mehrstufig, wenn es aus
mehreren Zufallsexperimenten zusammengesetzt ist.
Zur \Veranschaulichung dienen Baumdiagramme.
Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen bzw. Er-
eignissen koénnen mit Hilfe von Pfadregeln bestimmt
werden.

1. Pfadregel:

Bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment berechnet
man die Wahrscheinlichkeit fur ein Ergebnis, indem
man die Wahrscheinlichkeiten langs des zugehdrigen
Pfades multipliziert.

2. Pfadregel:

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich
der Summe der Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse,
die zu diesem Ereignis gehdren.

In einer Urne befinden sich zwei weile und fiunf
schwarze Kugeln.

Aus dieser Urne werden nacheinander zwei Kugeln ohne
Zurucklegen gezogen.

Ergebnisraum: Q = {ww, ws, sw, ss}

Baumdiagramm:
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Ereignis E ,Kugeln haben die gleiche Farbe®

E = {ww, ss} als Teilmenge des Ergebnisraumes Q

PE) = P{ww,ss} = P ww) + P (ss) =
110 _ 11

o+ =

21 21 21




Trigonometrie (Sinus, Cosinus, Tangens)

In einem rechtwinkligen Dreieck heil3t die einem
spitzen Winkel gegenuberliegende Kathete seine
Gegenkathete, die andere seine Ankathete.

Gegenkathete von x

=sin«
Hypotenuse
Ankathete von x _
=Ccos«
Hypotenuse
Gegenkathete von x
=tan x

Ankathete von «

Gegeben sind b =4,5 cm und a = 43,5°. Gesucht sind q
und h.

. h
43,5°=—
sin b
h=4,5cm-sin43,5°~3,10cm
o9
43,5°==
cos43, b
g=cos43,5°4,5cm~2,94cm

Beziehung zwischen Sinus, Cosinus und Tangens
Fir alle Winkelamit 0°<a<90° gilt:

(1) sina=cos(90°—a) und
cosa=sin(90°—a)

sin? a+cos?o =1

(2)

Gegeben ist sinx =%

,b) tan x

. Berechne genaue Werte fiir
a) cos«x

.2 2 .
sin“x+cos  x=1 Also:

2 1 il —=1_3°—16
cos’ax=1—sin"x=1 (3) =352

a)

. cosa=v'£=% ,da cosax>0
sin
3) tan x= (x#90°) sin o % 3
cosx b) tan = =>==
cosx 2 4
Steigung Der Zirler Berg hat die Steigung 16 %.

Eine Gerade steigt auf der
waagerechten Lange Ax

um die Héhe Ay , der ‘
Steigungswinkel « ist der
Winkel gegenuber der Hohe. _
Die Steigung ist dann i

Ay

m=tan x= p%

ay_
Ax

a) Wie grol} ist der Steigungswinkel a?
tan x=16%=0,16
x=9,09°
b) Um wie viel Meter steigt der Berg, bei einer horizontale
Lange von 1 km?

Ay=Ax-tanx=1000m-0,16=160 m

Raumgeometrie

Fir ein Prisma und einen Zylinder mit
der Grundflaiche G , der Mantel-
flache M und der Hohe £ gilt:

V=Gh
0=2G+M

Volumen:
Oberflacheninhalt:

&,

Speziell fur einen Zylinder mit
dem Grundkreisradius r

D
! M

und Hoéhe £ gilt: @
V=mrh

M=2mr-h
O=2mr’+2mrh

Volumen:
Inhalt der Mantelflache:
Oberflacheninhalt:

deren  Grundflache ein
ist, hat die Male
=58cm,c=42cm

Ein gerades Prisma,
achsensymmetrisches Trapez

a=84cm,b=62cm,h
und h=12,1cm
Berechne das Volumen und den Oberflacheninhalt.

Trapez

Grundflache:
G=%.(a+c) hm,,ez=%(8,4 cm+4,2cm)5,8cm
G=36,5cm

Volumen: V=G -h=36,5cm-12,1 cm=442 cm’

Oberflacheninhalt:
M=(2-62cm+42cm+8,4cm)12,1 cm=302,5cm’
0=2G+M =73cem’+302,5cm>=375,5cm’




Fir eine Pyramide und einen Kegel mit der

Grundflache G , der Mantelflache M und der
Hohe £ gilt:

Volumen: V=%G'h
Oberflacheninhalt: o=G+M

Speziell fir einen Kegel
mit dem Grundkreisradius
r und Hohe £ gilt:

Volumen:

V=%7Tl’2'/’l

Inhalt der Mantelflache:
M=2mrs

Oberflacheninhalt:
O=mr+mrs

Berechne das Volumen, den
Oberflacheninhalt und den
Neigungswinkel einer Mantellinie eines
Kegels mit dem Radius r=8cm und
der Hohe h=6cm

V=%1Tr2-h=§7'r(80m)2-6cm =402 cm’

s=Vr’+h*=y(8cm ) +(6cm)>=10cm
O=m-(8cm)’ +1-8cm-10cm=1441t cm’~452 cm’

tan o<=ﬁ= 6cm =0,75
r cm
Neigungswinkel: ~37°




