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Wissen und Kénnen Aufgaben, Beispiele, Erlauterunge n

1. Zahlenmengen

N ¢ z ¢ Q@ c R 1¢N; 2¢Z Se@2eR
nattrliche ganze rationale reelle 2 2
Zahlen Zahlen Zahlen Zahlen
2. Wurzeln

Ja (Quadratwurzel ) ist diejenige nicht-negative| /25 =5: J0=0;:(-4)?2 =4

reelle Zahl, deren Quadrat a ergibt. ) o
Q g /X = 2 ist nur fir x 2 2 definiert
a heildt Radikant der Wurzel, er darf nicht negativ

sein! Es gilt: x/a_2=|a| V(x-1? = -1
Jadb=Jam (abz0) J1253/2 =425 =5
ﬁé:a i%?:a%:%

— (a=0;b>0)

b Vb

Die n-te Wurzel (n € IN) aus einer reellen Zahl % —a- 1 -01
’ Wloooo ’

a=0 ist diejenige nichtnegative Zahl, deren n-te
Potenz a ergibt.

1 1 1
Schreibweise : Ya oder an 273 =327 =3; 9%5=92 = /g =3
i m 4
und damit fira>0: Ya™ =(@m)" =an va? =a2 =a?

3. Binomische Formeln

(a+b)* = a® + 2ab + b? %x2+4x+12=%(x2+12x+36)
@-b)

(a+b)(a—b):a2 - b?

a2 - 2ab + b2

=%@2+2&@+6ﬂ

1

= g(x +6)
2 2
1 = (1] -2t 2
(4x O,8yj (4xj 2 DZX (D,8y + (O,8y)

ix2 -04xy + 0,64y2

16
(Las 7o) La- 7o) = La] - (7oF
= la2 - 7b2
4
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4. Quadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form a xX*+bx+c=0 mit a#0
heifl3t quadratische Gleichung

Sonderfélle:
(1) Gleichungen vom Typ a x>+c=0
(Reinquadratische Gleichung)

y . N c
Loésungen ermitteln Gber x* = - =
a

(2) Gleichungen vom Typ ax’+bx=0

Losungen ermitteln durch Ausklammern von a x

Zu(l): a) 4x°-20 =0;
x* = 5;

X =+5;
xi=- 5, %= 5

b) lx2 +3=0;
3

X* = -9
Diese Gleichung hat in R keine Lésung, da
Quadrate reeller Zahlen nie negativ sind.
4x* — 20x = 0; Faktorisieren: a x ausklammern
4x (x —5) = 0;
X1 =0, X, =5 Ein Produkt nimmt genau dann

den Wert Null an, wenn einer der
Faktoren Null ist.

Zu (2):

Lésungsformel fur quadratische Gleichungen:

Um eine Gleichung der Form a x> +bx+c=0 mit
a# 0 auf Losungen zu untersuchen, bestimmt man
zunachst die Diskriminante D=b*-4ac.

- Falls D < 0 hat die Gleichung keine Losung .

- Falls D = 0 hat die Gleichung genau eine Lésung

namlich x = - L
2a

- Falls D > 0 hat die Gleichung zwei Lésungen:

b+ yb*-4ac _-b =+ D

2a 2a

X112 =

1) 7X°-6x+2=0; a=7,b=-6,c=2
D=(6)°-4-7-2=-20 <0
= Keine Lésung

2) -2x*+12x-18=0;a=-2,b=12,c=-18
D=12°-4-(-2)-(-18)=0

=> GenaueineLésung'x-—i-— 12 =3
' 2a 2 i—Zi

3)6x°—~7x—3=0;a= 6,b=-7,c= -3
D=(-7°-4-6-(-3)=121 > 0

~(-7)x 121 _7+11

206 12

= Zwei Lésungen :

-b+D _
2a -

X1/2 =

xlzgund Xy ==

5. Quadratische Funktion

Eine Funktion der Form f: x — ax® + bx + ¢ mit a # 0
und x € R heifl3t quadratische Funktion
Den zugehorigen Funktionsgraphen nennt

Parabel. Parabeln haben eine Symmetrieachse .
Schnittpunkt mit der Parabel heif3t Scheitel .

man
lhr

Der Graph der Funktion mit der Gleichung f(x) =x?
heil3t Normalparabel .

y= —%xz +25x -1125
Symmetrieachse: x = 2,5
Scheitel: S(2,5|2)

Nullstellen: x; = 0,5
Xo = 4,5

(<8
.
o
e B
-~
< ¥

y=—%x2+2;5x—1;125
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Die Gleichung einer quadratischen Funktion kann in
der allgemeinen Formy=ax 2+b x +c oder in der
Scheitelform y=a (x—x s)*+Yys (Scheitel: S(xs|ys))
angegeben werden.

Mittels  quadratischer  Erganzung
allgemeine Form der Funktionsgleichung
Scheitelform umgewandelt werden.

kann die
in die

Man kann die Gleichung auch mithilfe der Nullstellen
angeben:

- zwei Nullstellen x; und X,: y = a (X — X1)(X — X)

- eine Nullstelle x; : y =a (X — Xy)

Allgemeine Form: y = —% X2 +4x -6

Quadratische Erganzung:
y= —% [X* - 8x + 12] a ausklammern

y:‘1
2

g -l
2

[(x2 —8x + 42) — 4%+ 12] quadrat. ergédnzen

[(x — 4)°) -16 + 12] binomische Formel
1 2 .
y=-3 (x—4)"+2 vereinfachen

Scheitelform: y = —% (x—4)*+2 (Scheitel: S(4|2))

Verschiebung der Normalparabel

a=1,d.h. y:x2+bx+c:(x—x5)2+y5
Leicht erkennbar an der Scheitelform:
1) y= X keine Verschiebung
2) y= X2+ ys: Verschiebung um ys in y-Richtung
) y=(x- xs)z: Verschiebung um xs in x-Richtung
4) y=(x- xs)2 +Yys: Verschiebung um Xs in x-

Richtung und ys in y-Richtung

Je nach Verschiebung kann die neue Parabel keine,
eine oder zwei Nullstellen haben:

ys > 0: keine Nullstelle
ys = 0: eine Nullstelle
ys < 0: zwei Nullstellen

rs
- -—, y:X2—2

1) y:x2
2) y=x*-2

Scheitel: S(0|0); Nullstelle: x =0
Scheitel: S(0]-2);
Nullstellen: xlz—\/E; XZZ\/E
3) y=(x-3)°=x"-6x+9
Scheitel: S(3|0); Nullstelle: x =3

4) y=(x—-4)2+2=x"-8x+18
Scheitel: S(4/|2); keine Nullstellen

Streckung von Normalparabeln
b=c=0, d.h.y:ax2

a>0: Die Parabel ist nach oben offen.

a<0: Die Parabel ist nach unten offen.

|a] > 1: Die Parabel ist enger als die Normalparabel.

O<|]al] <1: Die Parabelist weiter als die Normal-
parabel.

y:—0:1x2
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Nullstellen bestimmen

Quadratische Funktionen kdénnen entweder mit Hilfe
der Scheitelform oder, ausgehend von der allgemei-
nen Form, mit Hilfe der Lésungsformel fir quadra-
tische Gleichungen auf Nullstellen untersucht werden.

Quadratische Funktionen kénnen keine, eine oder
zwei Nullstellen haben:
- Keine Nullstelle:

Der Scheitel liegt oberhalb der x—Achse (ys > 0)
und die Parabel ist nach oben offen (a > 0) oder

der Scheitel liegt unterhalb der x—Achse (ys < 0)
und die Parabel ist nach unten offen (a < 0).

oder:D<0

- Eine Nullstelle:
Der Scheitel liegt auf der x—Achse (ys = 0)
oder:D=0

- Zwei Nullstellen:

Der Scheitel liegt oberhalb der x—Achse (ys > 0)
und die Parabel ist nach unten offen (a < 0) oder
der Scheitel liegt unterhalb der x — Achse (ys < 0)
und die Parabel ist nach oben offen (a > 0).

oder:D>0

1 2 1.
=-=(X—-4)+2=-=x"+4x-6
y=-35 (x-4) >

Anzahl der Nullstellen:
ys =2:  der Scheitel liegt oberhalb der x-Achse
a=-0,5: die Parabel ist nach unten geéffnet
= Die quadratische Funktion hat zwei Nullstellen.
Lage der Nullstellen:

1 2
-— x-4)"+2 =0;
5> x=4)

(x-4) =4
Xi—4=-2 oder x,—4=2
Xy =2 und X, =6

oder:
Anzahl der Nullstellen:

—%x2+4x— 6=0; a=-05, b=4, c=-6
D=4*-4-(-05)(-6)=4>0
= Die quadratische Funktion hat zwei Nullstellen.
Lage der Nullstellen:
~b+D _-4++4 _
2a  2[-05)
X;=2 und X, =6

X172 = (-4£2)

6. Mehrstufige Zufallsexperimente

Ein Zufallsexperiment heil3t mehrstufig, wenn es
aus mehreren Zufallsexperimenten zusammengesetzt
ist. Zur Veranschaulichung dienen Baumdiagramme.

Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen bzw. Ereig-
nissen kénnen mit Hilfe von Pfadregeln bestimmt
werden.

1. Pfadregel:

Bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment berechnet
man die Wahrscheinlichkeit fir ein Ergebnis, indem
man die Wahrscheinlichkeiten langs des zugehérigen
Pfades multipliziert.

2. Pfadregel:

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich
der Summe der Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse,
die zu diesem Ereignis gehdren.

In einer Urne befinden sich drei weil3e und fiinf schwarze
Kugeln.

Aus dieser Urne werden nacheinander zwei Kugeln ohne
Zurucklegen gezogen.

Ergebnisraum: Q = {ww, ws, sw, ss}

Baumdiagramm:

1. Stufe 2. Stufe Wahrscheinlichkeit
2 -3mk2=-3
Z ww  P(ww) = 8 E% 28
w
3
7 ws  P(ws) 8 6
3 =531
> 2 sw  P(sw) 8 6
B
S
4 —S5#-5
7 ss  P(ss) = 8 14

Ereignis E ,Kugeln haben die gleiche Farbe":
E = {ww, ss} als Teilmenge des Ergebnisraumes Q
3 5 _ 13

P(E) = P(fww, ss}) = P(ww) + P(ss) = 25 + = =28
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7. Satz des Pythagoras

Man nennt die dem rechten Winkel gegeniber-
liegende Seite Hypotenuse , die beiden anderen
Seiten Katheten . Die Héhe zur Hypotenuse zerlegt
diese in zwei Hypotenusenabschnitte.

Kathete b Kathete a

Hypotenusenabschnitte

ar :

A vabntenuse [

Satz des Pythagoras

In jedem rechtwinkligen Dreieck haben die Quadrate
Uber den Katheten a und b zusammen den gleichen
Flacheninhalt wie das Quadrat Uber der Hypotenuse c.

Es gilt: az+b2=c?

Kehrsatz zum Satz des Pythagoras

Wenn in einem Dreieck ABC mit den Seiten a, b und ¢
az + b2 = c2 gilt, dann hat das Dreieck bei C einen
rechten Winkel.

1: Berechne die fehlende Seiten-
lange x des rechtwinkligen
Dreiecks.

Ldsung:

x2 = (5 cm)2 +(8 cm)2

gcm

X =\/(5 cm)2 +(8 cm)2 =\/89 cm? =9,4cm

2: Berechne fur ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit
rechtem Winkel bei C, a = 28 cm und ¢ = 53 cm die
fehlende Seitenlange.

LOsung:
a’+b%=c

b2 =c? -a? =(53 cm)2 -(28 cm)2

b=v2025cm’ =45cm

3: Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks mit den
Seitenx=12cm,y=5cmund z =13 cm.

LOsung:

1.) Priife, ob das Dreieck rechtwinklig ist.
2% = (13 Cm)2 =169 cm?
x?2 +y2 =(12 Cm)2 +(5 cm)2 =169 cm?
Somit hat das Dreieck einen rechten Winkel
gegeniber der Seite z.

2

2.) Berechne den Flacheninhalt.

A=%&@=%ﬂ2cm[5cm=30cm2

8. Trigonometrie (Sinus, Cosinus, Tangens)

In einem rechtwinkligen Dreieck heil3t die einem
spitzen Winkel gegenlberliegende Kathete seine
Gegenkathete , die andere seine Ankathete.

Ankathete
von o

Gegenkathete
von o

Gegenkathete von a .
= sina
Hypotenuse
Ankathete von a
= cosa
Hypotenuse
Gegenkathete von a
= tana

Ankathete von a

Gegeben sind b =4,5cm und a = 43,5° c
Gesucht sind g und h.

LOsung: c
| ‘b
h=Db-sin43,5°=4,5cm -sin 43,5°=3,1 cm

D =sin 43,5°
b

a 0s435° | b
b
q:

c
b-cos 43,5°=4,5cm - cos 43,5°=2,9cm

Beziehung zwischen Sinus, Cosinus und Tangens
Fur alle Winkel a mit 0 < a < 90°gilt:
(1) sina =cos (90°- a)
cos a =sin (90°- a)
(2) sin“a + cos®o = 1

sina
3) tana =
cosa

(a # 909

Gegeben ist sin a = 0,6. Berechne: a) cosa b) tana

LOsung:
a) aus (2) folgt: cos’a=1-sina=1-0,6°=0,64
=>cosa= 0,8 (da0O<a< 90°istcos a>0)

cosa 0,8
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Steigung
Eine Gerade steigt auf der
waagerechten Lange Ax um
die Hohe Ay.

Der Steigungswinkel a ist der
Winkel gegenuber der Hohe.

Die Steigung ist dann

Ly

Der Zirler Berg hat die Steigung 16 %.
a) Wie grof3 ist der Steigungswinkel a?

Losung: tana=16 % =0,16 = a=9,1°

b) Um wie viel Meter steigt der einer

horizontalen Lénge von 1,0 km?

Berg bei

m=tan o = ﬂ:p% " : Losung: Ay =Ax-tana=1,0km-0,16 = 0,16 km
X
9. Raumgeometrie
Fir ein Prisma und einen Zylinder Ein gerades Prisma, dessen Grundflache ein
mit der Grundflache G, der Mantel- achsensymmetrisches Trapez ist, hat die MalRe
flache M und der Hohe h gilt: a=84cm, b=6,2cm, c=4,2cm, hygape; =58cm und
h =
Volumen: V=G-h h=121cm. )
) — Berechne das Volumen und den Oberflacheninhalt.
Oberflacheninhalt: O=2-G+M
Ldsung:
Grundflache:
Speziell fir einen Zylinder mit 1
dem Grundkreisradius r und der H6he h gilt: G= E (a+ ) Nyrapez
Volumen: 1
v=r-m-h G:E-(8,4cm+4,20m)-5,80m:36,50m2
Inhalt der Mantelflache: Volumen:

M=2-r-1t-h

Oberflacheninhalt:
O=2-r*-m+2-r-m-h
=2-r-1-(r +h)

V=G -h=36,5cm? 12,1 cm = 442 cm®
Oberflacheninhalt:

M=(a+2b+c)-h
M=(8,4cm+2-62cm+42cm)-12,1cm=3025cm’
0=2-G+M=2-36,5cm?+302,5cm?= 3755 cm’

Fur eine Pyramide und einen Kegel mit der
Grundflache G, der Mantelflache M und der Héhe h

gilt:

Volumen: V= % G-h

Oberflacheninhalt: O=G+M
Speziell fir einen Kegel mit
dem Grundkreisradius r und
der Hohe h gilt:

Volumen:

v=1.2.mon
3
Inhalt der Mantelflache:
M=r-s Tt
Oberflacheninhalt:
O=r - m+r-s m
=(r+s)-r-m

Berechne das Volumen, den
Oberflacheninhalt und den Neigungs-
winkel der Mantellinie eines Kegels
mit dem Radius r=8cm und der
Hohe h =6 cm.

Ldsung:
Volumen:

V:%-rz-rr-h:%-(SCm)Z-T[-Gcm:4OZCm3

Oberflacheninhalt:
s= x/r2 +h? = \/(8cm)2 +(6cm)2 =10cm

o=rm+ rsm=((8 cm)2 +8cm - 10 cm) =452 cm?

Neigungswinkel:
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