Ubungsaufgaben zur Klausur Q12

1. Berechnen Sie den Inhalt der Flache auf zwei Dezimalen genau die zwischen den
Graphen der Funktionen f und g eingeschlossen wird.

a) f(x)=x’-5x’+7x g(x)=3x—x"

Losungsskizze:
- Funktionsterme gleichsetzen und nach 0 aufldsen: x* —4x? + 4x = x(x* —4x +4) =0
- Schnittstellen bestimmen: x1 = 0 (einfach) und x, = 2 (doppelt)
2 4 3 2
- Integral von O bis 2 berechnen: | (x3—4x2+4x)dx=[xz—4TX+2x2] :%M 33
0 0

b) f(x):—%+1 g(x)=x-1,5

Losungsskizze:
- Funktionsterme gleichsetzen und nach 0 auflésen:
—%—x+2,5:0 |-(=x) = x*-2,5x+1=0

- Schnittstellen bestimmen: x; = 0,5 (einfach) und x, = 2 (einfach)
2 2 2
- Integral von 0,5 bis 2 berechnen: f (—1X—x+2,5)dx:[—ln X—>+25x] ~0,49

0,5 2 0,5

2. In den Abbildungen sehen Sie den Graphen der Funktion f und dreier weiterer
Funktionen F4, F, und Fs. Einer dieser drei Graphen ist Graph einer Integralfunktion von
f. Geben Sie den gesuchten Graphen an und begrinden Sie lhre Entscheidung. Geben
Sie auch jeweils einen Grund fur die Ablehnung der Ubrigen Graphen an.
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Graph der Funktion f Fi F» Fs

Losungsskizze:

- F1 ist zwar Stammfunktion von f, kann aber keine Integralfunktion von f sein, da
Integralfunktionen mindestens eine Nullstelle besitzen mussen.

- F ist weder Stamm- noch Integralfunktion von f, da z.B. der Graph von F, im

Intervall ]--;-1] steigt, die Funktion f im gleichen Intervall aber negativ ist.

- F3 ist die gesuchte Integralfunktion, da sie dem Steigungsverhalten von f entspricht (=>
Stammfunktion von f) und mindestens eine Nullstelle, z.B. bei x4=0, besitzt.




3. Untersuchen Sie unten stehende in ganz R definierte Funktionen auf Lage und Art der
Extremstellen und Wendestellen. Geben Sie maximale Monotonie- und
Krimmungsintervalle an.

a) f(x)=In(x*+1) [zurKontrolle:f"(x)=(2—2x?)(x*+1)?]

Lésungsskizze:
- Extremstellenkandidaten: f'(x)=0
f'(x)= gx =0 = 2x=0 = x,=0(einfach)
X“+1

- Monotonieintervalle: Wechsel nur bei Definitionsliicke oder f'(x)=0 mdglich
Keine Definitionslicke, da Nenner nicht null werden kann.
Einziger moglicher Wechsel bei x; = 0 (da einfach => Anderung der Monotonie)

1
f'(-1)=-1<0 = 0 / f'(1)=1>0 =
f nimmt streng monoton ab f nimmt streng monoton zu

Art der Monotonie z.B. durch Einsetzen eines Wertes innerhalb des Intervalls =>
f nimmt streng monoton zu im Intervall ]-~;0] und streng monoton zu im Intervall [0,+[
oder

Gs steigt streng monoton im Intervall ]-+;0] und fallt streng monoton im Intervall [0,+[

- Extremstellen (Teil 2: Art und Lage)
Art: Minimum bei x; = 0, da links davon Abnahme, rechts davon Zunahme der Fkt-werte
Lage: y,=f(x,)=f(0)=In(0°+1)=In(1)=0 => Tiefpunkt bei (0 / 0)

- Wendestellenkandidaten: f''(x)=0
2(1-x%)

f(x)="5 =0
) (x*+1)

- Krimmungsintervalle: Wechsel nur bei Definitionsliicke oder f''(x)=0 mdglich
Keine Definitionsliicke, da Nenner nicht null werden kann. )
Zwei mogliche Wechsel bei x, = -1 und x3s =1 (da einfach => Anderung der Krimmung)

= 2(1-x*)=0 = x,,=+1(jeweilseinfach)

1 1
" __ b | 1 " 6
f (—2)——£<0 = f"(O):2>O = f (2):—£<0 =
G_fist rechtsgekrimmt G_fist linksgekrummt G_f ist rechtsgekriimmt

Art der Krummung z.B. durch Einsetzen eines Wertes innerhalb des Intervalls =>
Gt ist rechtsgekrummt in den Intervallen ]-«;-1[ und ]1,+[ und linksgekrimmt in ]-1;1[

- Wendestellen (Teil 2: Art und Lage)
Art: Da an den Wendestellen keine waagrechten Tangenten ( f'(x)=0) vorliegen,
handelt es sich nicht um Terrassenstellen
Lage: y,=f(x,)=f(—1)=In((—1)*+1)=In(2)~0,69 , da G achsensymmetrisch =>y; = y,
=> Wendepunkte bei (-1 /In(2)) und (1 /In(2))




3
b) f(x):%+x2+2x+13—6

Lésungsskizze:

- Extremstellenkandidaten: f'(x)=0
2

f'(x):%+2x+2:0 = x,=—2(doppelt)

- Monotonieintervalle: Wechsel nur bei Definitionsliicke oder f'(x)=0 mdglich
Keine Definitionslicke )
Einziger moglicher Wechsel bei x4 = -2 (da doppelt => keine Anderung der Monotonie)

f'(-3)=0,5>0 = / 2 f'(O):2>0>:>
f nimmt streng monoton zu f nimmt streng monoton zu
Art der Monotonie z.B. durch Einsetzen eines Wertes innerhalb des Intervalls =>
f nimmt streng monoton zu in ganz R oder G steigt streng monoton in ganz R

- Extremstellen (Teil 2: Art und Lage)
Art: Da bei x4 = -2 kein Monotoniewechsel vorliegt existiert dort kein Extremum

- Wendestellenkandidaten: f''(x)=0
f''(x)=x+2=0 = x,=—2 (einfach)

- Krimmungsintervalle: Wechsel nur bei Definitionsliicke oder f''(x)=0 mdglich
Keine Definitionslicke }
Ein moglicher Wechsel bei x4 = -2 (da einfach => Anderung der Krimmung)

f'(<3)=—1<0 = 5 £1(0)=250 = —

G fist rechtsgekrimmt G fist linksgekrimmt

Art der Krimmung z.B. durch Einsetzen eines Wertes innerhalb des Intervalls =>
Gt ist rechtsgekrummt im Intervall ]-=;-2[ und linksgekrummt im Intervall ]-2;[

- Wendestellen (Teil 2: Art und Lage)
Art: Da an der Wendestelle eine waagrechte Tangente ( f'(x)=0) vorliegt,
handelt es sich um eine Terrassenstelle
Lage: y,=f(x,)=f(—2)=4 => Terrassenpunkt bei (-2 / 4)

4. Begrinden Sie!
a) Begrinden Sie ohne den Wert des Integrals zu

24X dx=0
X —4

1
berechnen: f
—1

Losungsskizze: ¢
- Die Integrandenfunktion ist punktsymmetrisch und da die 1]
Integrationsgrenzen ebenfalls punktsymmetrisch zum Ursprung

sind, heben sich die vom Betrag her gleich grol3en aber einmal
im negativen und einmal im positiven Bereich liegenden Flachen
beim Integral auf. 1]







b) Bestimmen Sie mithilfe des Graphen von G (Stammfunktion &
0,75 i i i i i

von g) einen Naherungswert fiir das Integral f g(x)dx .
-2

Losungsskizze:
0,75

[ g(x)dx=[G(x)’7°=G(0,75)~G(~2)~—2—(-3)=1
Aus Diagramm: G(0,75) = -2 und G(-2) = -3

c) Begrunden Sie, dass es unendlich viele Lésungen a flr

folgende Gleichung gibt: f3sin (x)dx=1,5
0

Losungsskizze:
f3sin(x)dx:[—BCos(x)]§:—3cos(x)—(—3cos(0)):—3003(x):1,5 = cos(x)=—0,5
0

Fir cos(x) = -0,5 gibt es unter anderem die Lésungen x = 21/3 + 2wk mit ke Z

5. Ein Kioskbesitzer bezieht wochentlich 3 Exemplare einer selten gekauften
Wochenzeitschrift. Die Tabelle gibt die Nachfrage nach der Zeitschrift wieder. Er kauft
eine Zeitschrift fur 2,50 € ein und verkauft sie fur 4,80 € das Stiick. Unverkaufte
Exemplare kann er nicht zurickgeben. Macht er auf lange Sicht Gewinn?

Anzahl der Nachfragen 0 4 2 3 4 und mehr

pro Woche

Wahrscheinlichkeit 5% 40 % 35 % 10 % 10 %
Losungsskizze:

- ZufallsgroRe X: Gewinn pro Woche
(Hinweis: Auch bei Nachfrage 4 und mehr werden alle 3 Zeitschriften verkauft.)

Gewinn pro Woche in € -7,50 -2,70 2,10 6,90
Wahrscheinlichkeit 5% 40 % 35 % 20 %

- Erwartungswert berechnen: E(X)= (-7,50)-0,05+(-2,70)-0,40+2,10-0,35+6,90-0,20 = 0,66
- Schluss ziehen: Der Kioskbesitzer macht auf lange Sicht pro Woche 0,66 € Gewinn

6. Ein Nachtwachter mdchte im Dunkeln eine Tur aufsperren. Von seinen funf Schlisseln
passen flr diese TUr genau drei. Er probiert in zufalliger Reihenfolge einen nach dem
anderen bis der SchlUssel passt. Dabei steckt er nicht passende Schlussel weg. X sei
die Anzahl der Schlissel, die der Nachtwachter ausprobiert, bis sich die Tir 6ffnen
lasst.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (Tipp: Baumdiagramm) und
berechnen Sie den Erwartungswert E(X).

Losungsskizze:

- Wahrscheinlichkeiten aus Baumdiagramm durch erste Pfadregel: =>

-E(X)=1-06+2:0,3+3:0,1=1,5




7. Aus einer Urne mit zehn von 1 bis 10 nummerierte Kugeln werden zwei gezogen.
Betrachten Sie das Ereignis A: “Zwei aufeinander folgende Zahlen werden gezogen®.
a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit flr A an, wenn die erste Kugel wieder
zuruckgelegt wird.

Losungsskizze:
- Bei 1 oder 10 gibt es nur 1 Moglichkeit beim zweiten Zug: 1-2 und 10-9
- Bei 2 bis 9 gibt es je 2 Moglichkeiten beim zweiten Zug: z.B. 2-1 und 2-3
- Anzahl der gunstigen Moglichkeiten: |A| = 1+2+2+2+2+2+2+2+2+1 = 18
- Anzahl der gesamten Mdglichkeiten: |Q| = 102 = 100

_IA[_18 _

- Laplace-Wahrscheinlichkeit: P (A)_@_W_O’ 18=18%

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit fur A an, wenn beide Kugeln gleichzeitig gezogen
werden (ohne Zurlcklegen).

Losungsskizze:
- Wichtig: Auch beim gleichzeitigen Ziehen die Anzahlen Zug fur Zug bestimmen!
Danach kénnen Ergebnisse zusammengefasst werden.
- Bei 1 oder 10 gibt es nur 1 Mdglichkeit beim zweiten Zug: 1-2 und 10-9
- Bei 2 bis 9 gibt es je 2 Moglichkeiten beim zweiten Zug: z.B. 2-1 und 2-3
- Anzahl der gunstigen Moglichkeiten: |A| = 142+2+2+2+2+2+2+2+1 = 18
- Anzahl der gesamten Mdglichkeiten: |Q = 10-9 = 90
_IA[_18_

- Laplace-Wahrscheinlichkeit: P(A)_@—%—O,Z:ZO%

c) Ist die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis A bei beliebiger Anzahl nummerierter
Kugeln in der Urne beim Ziehen ohne Zurlcklegen immer grof3er als beim Ziehen
mit Zurtcklegen? Begrinden Sie |hre Entscheidung.

Ldsungsskizze:

Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis A bei beliebiger Anzahl nummerierter Kugeln in
der Urne ist beim Ziehen ohne Zuricklegen immer gréfer als beim Ziehen mit
Zurucklegen, da die Anzahl der gesamten Moglichkeiten ohne die Pasche kleiner ist
wahrend die Anzahl der glinstigen Mdglichkeiten bei beiden Arten gleich grol} bleibt.

8. Bei einem Wettbewerb gewinnt das Gymnasium 10 Freifahrten in das
Mathematikmuseum in GieRen. 27 Unterstufenschuler und 15 Mittelstufenschuler
haben Interesse an einer Freifahrt. Wie viele Moglichkeiten hat man, die Fahrgruppe
zusammenzustellen, wenn
a) sonst nichts gefordert ist,

Losungsskizze:
- Ziehen ohne Zuricklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge => ,Lotto“

- .10 aus 27+15% (;‘g —1.471.442.973

(Taschenrechner: [42]+[nCr]+[10] mit [nCr] = [2ndF]+[5])

b) mindestens 9 Mittelstufenschiler mitfahren sollen?

Lésungsskizze:

- .9 aus 15“ und ,1 aus 27 (195)(217 =135.135




9. Ein Glucksrad wird sechs mal hintereinander gedreht (=6 Spiele). Es hat gleich grol3e
Felder: Sechs Felder mit Hauptgewinn, funf Trostpreis-Felder und neun Nieten-Felder.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht man nur beim 4. Spiel einen Trostpreis?

Losungsskizze:
- z.B. mit Baumdiagramm 1. Pfadregel:
5
_15615 15 5 15 15 _ (3} 1_ 243 243 4059~5,9%

72020 20 20 20 20 4| 4 4096

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht man genau zwei Nieten?

Lésungsskizze:

- Binomialverteilung mitn = 6, p = 9/20 und k = 2:
_o (6] [ 9] [11) ~97 Q0

P(X=2)= 5 20) (20 ~0,278 ~27,8 %

c) Wie oft muss man das Glicksrad drehen, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit
von mehr als 95% mindestens einen Hauptgewinn erhalt?

6
20

(14"

120

Losungsskizze:
1—“4 >0,95

P(X21):1—P(X:O):1—(8 50

= 1-0,7">0,95
= 0,7'<0,05 | In
= n-In0,7<In0,05 | :In0,7 (Vorsicht:In0,7<0)
In0,05
= N2y S84
Man muss das Glicksrad mindestens 9 mal drehen um mit einer Wahrscheinlichkeit von

mehr als 95% einen Hauptgewinn zu erhalten.

10.Ein Test besteht aus 20 Fragen mit je drei Antwortmadglichkeiten, von denen jeweils
eine richtig ist. Man besteht den Test, wenn mehr als 40% der Fragen richtig
beantwortet werden, die Note 3 erhalt man, wenn mindestens 12 aber weniger als 15
Fragen richtig beantwortet werden. Der Schuler Extemporalis ist unvorbereitet und rat
bei jeder Antwort.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann Extemporalis genau 5 Fragen richtig

beantworten?
Ldsungsskizze:
20 1 g 15 _ o
P(X= 5) 5 (3 (3) ~0,146~14,6 %

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht er den Test?

Losungsskizze:
- mehr als 40% der 20 Fragen mussen richtig beantwortet werden also mehr als 8 Fragen
- P(X>8)=1-P(X<8)~1-0,8095~0,1905~19,1 %

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit schreibt er die Note 37?

Lésungsskizze:
P(12<X<15)=P(X=12)+P(X=13)+P(X=14)
2

12
_(20}[1 %) +(12‘23) %) ( ) )( ) (—) ~0,00925+0,00285+0,00071~1,3%

12]13 3
oder: P(12<X<15)=P(X<15)— P(X<12 <11)~0,9998—0,9870~1,3%




